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В данной работе построено пространство ( )
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Соболева-Морри. Получены интегральные представления функций, определенных в n -
мерных областях, удовлетворяющих условию гибкого λ -рога, доказывается, также 
свойства полноты пространств и эквивалентность по векторам æ .  
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с параметрами и изучены некоторые свойства функции из этого пространства, 

где nRG⊂ , [ ) ( )nipi ,...,1,0,1 =∞∈ , [ ] ,1,0 na∈  ( ) [ ]∞∈∞∈ ,1,0,æ τn . 

Точки ( ) ( ),,...,1,0,,...,, 021 niNlllll nii
n

iii =∈=  которые являются «показа-
телем» дифференциальных свойств этого пространства, все одновремен-
но не лежат на n - мерной плоскости. Отметим, что пространство (1) при 

∞<≤τ1  совпадает с пространством ( )GW l
ap τæ,,, , которое изучено в 

[10], если в (1) положить, ( )0,...,00 =l  ( ),0...,,,...,0 i
i ll =  

( ) ,...,,...,2,1 10 ppppni n ===== а при ∞=τ , совпадает с про-

странством ( )GW l
ap æ,, , которое изучено в [5]. Кроме того в случае, ко-
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гда в (1) ∞== τ,0a , тогда получается обобщенное пространство Со-

болева ( )GL
n

i

l

p

i

iI
0=

, которое изучено в [4]. 

Отметим, что пространства с параметрами, построенные на базе изо-
тропных пространств Соболева ( )( )GW l

p , при некоторых частных значе-
ниях индексов впервые изучались в работах Морри [6-8]. В дальнейшем 
результаты Морри развивались и обобщались в работах В.П. Ильина [5], 
А.Mazzucato [9], В.С. Гулиева [3], В.И. Буренкова и Г.В. Гулиева [2], 
А.М. Наджафова [10, 11],  Y. Sawano [12] и др. 
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 пространство ло-

кально суммируемых на G  функции f , имеющих на G  обобщенные 

производные ( )nifD
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В случае ∞=τ ,  пространства с нормой 
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введены В.П. Ильиным  в [5],  здесь ( ) ( ),ææ xIGxG tt ∩=  
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Рассмотрим ряд свойств нормированного пространства ( )GL ap τæ,,,  
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1) При любом ∞≤≤=≤≤> τ1,,...,2,1,10,0æ j nja j  имеет ме-
сто вложение 
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2) Нормированное пространство ( )GL
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 является полным. 

3)  Для любого вещественного числа 0>c  
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4)   При любом ( ) nj ,...,2,1,0æ,æ,...,ææ jn1 =>=  справедливы  со-
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5)  Если G  – ограниченная область,  ,
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6)  Если G  - представляет собой теоретико-множественную сумму 
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открытых множеств ( ) U
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Для изучения с точки зрения теории вложения, некоторые свойства 
функций из введенного пространства, мы построим как и в [1] инте-

гральные представления для ( )GLf
n

i

l

p

i

iI
0=

∈ , определенных в n -мерных 

областях, удовлетворяющих условию гибкого λ -рога. 
Теорема. Если 

( ) ( ) ,,...,2,1,0,, nivl ii =>−= λλμ                                  (2) 

тогда для ( )GLf
n
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∈  имеет место, следующее интегральное 

представление 
( ) ( ) += xfDxfD

T
vv

λ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dydtxt
t

xt
t
yMyxfDt v

i
l

T

R

n

i

lv i

n

i

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ ∫ ∫ ∑

=

+−−− ,',,,
0 1

,,1 λ
λ

λ

λ
λλλ ρρ

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ×−= +−− λλλ
λ

,, 0
1 lvv

T
v TxfD  

( ) ( ) ( ) ( )0 ,
, , ' ,

n

l v

R

T xy
D f x y T x dy

T T

λ
λ

λ λ

ρ
ρ× + Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ .                        (3) 

 
Доказательство. Пусть GU ⊂  - открытое множество в nR , 

( ) ( )nn ∞∈= ,0,...,, 21 λλλλ  и ( )∞∈ ,0T . Будем предполагать, что 

( )GLf loc∈  имеет на G  все те обобщенные производные, которые вой-
дут в рассмотрение. Введем усреднение функций ( )Uxf ∈  

( ) ( ) ( ) Ttdy
t
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t
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⎞
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где   ( ) ( )∏
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Усреднение (4) построено по значениям f  в точках 

( ) ( ) GxVxItxtxyx ⊂+=++∈+ θλθρ λλλ ,,, . 
Дифференцируя по t  имеем 
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где ( ) ( ) ( ), , , , ,i j j j i i i i
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По формуле Ньютона-Лейбница из (4),(5) при Tt <<ε  имеем 
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Пусть функция f  на G  имеет производные ( ) , 0,1,..., ,
il locD f L G i n∈ =  

где ( ) ( ) ( )0 0 1, 2,..., ; 0, 0 , , 1, 2,...,i i
j i jl j n l l j i i j n≥ = > ≥ ≠ =  - натуральные, 

кроме того, предполагаем, что ( )1, ..., 0nv v v= ≥  - целые 
, 1, 2,..., ;i

j jl v i j n≤ ≠ =  0, 1, 2,..., ; , 1, 2,...,i
i i i j jl v k i n l v j n< + = ≤ = , так как 

ik -числа входящие в ядро Ω . 

Заметим, что если существует fDv  на G , то в силу (3) и леммы 

2 в [1] ( )( ) fDxf vv
t

=λ  при ( ) GItcx ⊂+ λλ , где 0>λc . Применяя к 

обеим частям операцию дифференцирования по x , причем для слагае-
мых, стоящих справа, дифференцирование переносим на ядро, тогда по-
лучим 
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и отсюда имеем 
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f x f xλ λε
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где 
( ) ( ) ( ) ( )

0
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, 1 ,
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v v l
yy z D y z−Ω = − Ω , ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , ,

i i
i i iv lv v k l l l

i i x iM x y z D K x y zλ+ + + −= − . 
Покажем, теперь, если выполнены условия (2), то на  G  сущест-

вует обобщенная производная ( ),GLfD locv ∈  и получим для нее инте-
гральное представление. Установим сначала, что 

( ) ( ) 0→− vv ff λλ ηε
 при 00 →<< ηε  в ( )GLloc .                     (8) 

Пусть компакт UhIEhGE ⊂+>⊂ 0, . В силу (4) достаточно 
малых ε , ητ =  с помощью неравенства Минковского имеем 
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hIE
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ηε λλ 1,11,1 +=
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Отсюда в силу (2) вытекает (8). Предположим, что производная 
fDv  существует на G  и перейдем в (6) к пределу при 0→ε , получим 

для почти всех Ux∈  равенство (3) и напомним, что гибкий рог 
( ) GxVx ⊂+ θλ ,,  является носителем этого представления. 
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SOBOLEV-MORRİ TİPLİ FƏZANIN BƏZİ XASSƏLƏRİ HAQQINDA 
 

L.Ş.QƏDİMOVA 
 

XÜLASƏ 
 

Bu işdə Sobolev-Morri tipli parametrli ( )
, ,æ,

0

i

i

n
l

p a
i

L G
τ

=

I  fəzası qurulur. Вu fəzadan olan 

“çevik λ - buynyz” şərti ödəyən n -ölçülü oblastlarda təyin olunmuş funksiyalar üçün in-
teqral göstərilişi qurulur. Qurulmuş  fəzaların tamlığı və æ  vektoruna nəzərən ekvivalentliyi 
isbat olunur. 

 
Açar sözlər: Sobolev-Morri tipli fəza, “çevik λ-buynuz” şərti, funksiyaların inteqral 

göstərilişi, vektora nəzərən ekvivalentlik. 
 
 
ON SOME PROPERTIES OF SOBOLEV-MORREY TYPE SPACES 

 
L.Sh.GADIMOVA 

 
SUMMARY 

 

In this paper, we built the space ( )
, ,æ,

0

i

i

n
l

p a
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L G
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=

I  with the parameters of Sobolev-

Morrey type. The integral representation of functions defined in n -dimensional domains 
satisfying the condition of elastic λ - horns is obtained, and the properties of completeness of 
spaces and the equivalence of æ  vectors are proved. 

 
Key words: Sobolev-Morrey type space, the condition of elastic λ -hors, the integral 

representation of functions, the equivalence of vectors. 
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